VII. 


Ableitung der allgemeinen Form der Kugelfunktionen. 
[Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 1859, S. 346—362. ] 


E 


Dieses Problem ist auf verschiedene Arten von Laplace, Jacobi, 
Dirichlet behandelt; im folgenden soll ein mehr elementarer Weg 
eingeschlagen werden. Wir gehen von nachstehender Definition aus: 
„Unter einer Kugelfunktion nte Ordnung wird jede ganze rationale 
Funktion Y der drei Kugelkoordinaten 

cos ©, sin © cos p, sin @ sin y 
verstanden, welche der partiellen Differentialgleichung 


d dY Er. 


(D n(n + eine. Y + zul) tat 


d® d® 
Genüge leistet.“ Bekanntlich ist dann sowohl v = ọ”Y, als auch 
v = 0,r+tVY eine Lösung der Differentialgleichung 
N d / ‚dv d:/ .:_ du 1 dv 

Ben .eno: AG de) t oma) t anada 
oder, als Funktion der drei rechtwinkligen Parallelkoordinaten 

— 00080, n = ọ sin O cosy, & = ọsin @ sing angesehen, eine 
Lösung der Gleichung 


(m) 


dv dv dv 
TE Tue 


Wir wollen indessen lediglich die Gleichung (I) unserer Untersuchung 
zugrunde legen. 


2. 


Da Y eine ganze rationale Funktion von c0os®, sin ® coso, 
sin O sin p, also eine Summe von Gliedern der Form 


Const : cos O° sin OP + 7 cos pP sin g’ 
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sein soll, worin «, ß, y ganze positive Zahlen oder Null sind, eine 
solche Funktion aber infolge der Identität 


cos ©” + (sin® cos p) + (sin® sin g} = 1 


auf unendlich viele verschiedene Arten umgeformt werden kann, ohne 
diesen Charakter zu verlieren, so ist es zweckmäßig, zunächst eine 
Normalform festzusetzen, in welche jede solche Funktion stets, und 
auch nur auf eine einzige Weise, gebracht werden kann, und welche 
umgekehrt auch keine anderen als solche Funktionen enthält. 

Zu einer solchen Darstellungsform gelangen wir leicht durch die 
folgende Bemerkung. Aus den Formeln für die Umwandlung der 
Produkte 2 sina sinb, 2cosacosb, 2sinacosb in eine Summe zweier 
Kosinus oder Sinus ergibt sich bekanntlich, daß man stets, je nach- 
dem y gerade oder ungerade ist, 


cos gf sin p” — acos (B +y)p + a, cos (B + y — 2)p 
+a, cos (B +y— tot. 


cos pP sin p! = bsin (B +y) +b, sin(B +y — 2)p 
+b sin (B +y sot: 
setzen kann, worin a, @,, @a... und b, b,, b... bestimmte Zahl- 
koeffizienten bedeuten. Da nun ferner 


sin OP +Y — (1 — cos ®?) sin OP +7? — (1 — cos O'Y sin +71... 
ist, so leuchtet ein, daß man jedes einzelne Glied einer rationalen 
ganzen Funktion von cos @, sin O cosg, sin® sing und folglich auch 
die ganze Funktion selbst in die Form 


e=k 


(1) D (y: cos 8 p + 2, sin s p) sin @* 
s_s=0 


oder 


bringen kann, wo ys und zę rationale Funktionen von cos® sind 
und % den größten Wert von + y bedeutet. 

Daß eine rationale ganze Funktion von cos®, sin® cos p, sin ® sin p 
nur auf eine einzige Weise in diese Form gebracht werden kann, d. h. 
daß zwei solche Summen von der vorstehenden Form (1) nur dann 
identisch sein können, wenn die einzelnen Glieder, also auch die 
Funktionen %,, 2, der einen Summe mit den entsprechenden der 
anderen Summe identisch sind, ist bekannt und läßt sich am kürzesten 
durch Multiplikation mit cossp-dgy, oder mit sinsp-dgp und 
Integration zwischen den Grenzen 0 und 2x beweisen. 
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Daß endlich umgekehrt jede solche Summe von der Form (1) - 
auch eine ganze rationale Funktion von cos®, sin ® cos p, sin ® sin p 
ist, folgt unmittelbar aus dem Moivreschen Satze 

sin © cosso + isin @’sinsp = (sin O cosg + i sin O sin p), 
worin ? = el i ist. 

Also ist die Form (1) eine solche oben verlangte hi 


3. 

Wir haben jetzt die allgemeinste Form der rationalen ganzen 
Funktionen Ys, 2, von cos® zu suchen, für welche der Ausdruck (1) 
eine Kugelfunktion nte Ordnung wird, d. h. der Differentialgleichung (I) 
genügt. Bezeichnen wir zur Abkürzung cos®, soweit diese Größe in 
den Funktionen %,, 2, vorkommt, mit x, so daß also d x —= — sin®:d® 
ist, und unterwerfen wir den Ausdruck (1) der Differentialgleichung (I), 
so erhalten wir (da nach dem Vorhergehenden der Koeffizient von 
cos8Y, sowie der von sinsg in der entstehenden Gleichung für sich 
— 0 sein muß) das Resultat, daß die beiden rationalen ganzen 
Funktionen %,, Zs von x = cos® Lösungen der linearen Differential- 
gleichung 2t* Ordnung 


[s] Inn + 1) (+ u 264125: +1 —2)E% pi 


sein müssen. Und umgekehrt leuchtet ein, daß dann der Ausdruck (1) 
eine Kugelfunktion n’* Ordnung sein wird. 

Diese Differentialgleichung [s] wollen wir nun untersuchen, dabei 
aber auch die Fälle betrachten, in welchen s eine negative ganze 
Zahl ist, während wir n stets als ganze positive Zahl oder Null 
voraussetzen. Durch Differentiation der Gleichung [s] MEER wir 


d d 
[n(n + 1) — (8 + 1) (8 + 2) —26+ 27, +(1— =, 
woraus unmittelbar der Satz folgt: Genügt u der Gleichung [s], so 


genügt Eu der Gleichung [s -- 1], und folglich En der Gleichung [s + r], 


dx dx 
wenn r eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet. 
Nun finden wir aber für s—= — (n + 1), daß das allgemeine 
Integral der Gleichung 
[—(n-+i)] RR ER N A 
. dx dx? 


die Funktion 
o | (a? —l1Pdxz +c 
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ist, folglich ist nach dem eben bewiesenen Satz 
ch +8 (x? 2A 1)” 
dam+ts 
eine Lösung der Gleichung [s], und zwar ist diese Lösung eine ganze 
rationale Funktion von x. Sie gilt für alle ganzen Zahlenwerte von s 
zwischen — n und + n. 

Jetzt soll noch bewiesen werden, daß für alle ganzen Zahlwerte 
von s zwischen 0 und +n jede rationale ganze Auflösung der 
Gleichung [s] in der eben gefundenen Form enthalten ist. Denn, 
wenn y und z irgend zwei von Null verschiedene Lösungen der 
Gleichung [s] sind, also 


an + D-s@+ Yiy-26+ DaF +1 - 


= co Drte(2? — 1P 


[n(n +1) — s(s+1)]]2— 2(e + age + en: 


ist, so folgt hieraus unmittelbar 


er N a ie. za ih 
2(8s+ 1) er vote =) (53 Y Ta aA 
und da 

„ey a d le dy dz) 

a Ida T dæ dal 
ist, so erhält man durch alle 

„39 dz Const 


"ds da @-ıyr 
Sind nun y und z ganze rationale Funktionen von v, und ist s eine 


der Zahlen 0, 1, 2, ... n, so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn 
Const = 0 ist; daraus folgt 
dy dz 
2 Ta Y Ta’ 2 — Üonst.y, 


was zu beweisen war. 

Da auf diese Weise die allgemeinste Form der Funktionen ys, Zs 
für ein positives s Æ n gefunden ist, so fragt sich nur noch, ob 
auch für s > n ganze rationale Lösungen der Gleichung [s] existieren. 
Nimmt man an, daß r der Grad einer solchen Lösung sei, so erhält 
man unmittelbar durch Einsetzen in die Differentialgleichung [s] und 
Vergleichung der Koeffizienten von x” die Gleichung 


n(n +1)—s(+1)—2(e + 1) r—r(r—1)=0 
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oder 
n(n +1)— (r+ s8s)(r +s+ 1) = 0, 
r+s=n oder = — (n +4 1) 


folgt. Ist daher s œ> n, so würde in beiden Fällen r negativ aus- 
fallen; also existiert keine solche Lösung. 


woraus 


Auf diese Weise haben wir als die allgemeinste Form einer 
Kugelfunktion nte Ordnung 


sn 


Y= X (æ cosso + B,sin sp) Dr +° (x? — 1). sin @* 
_—=o0 


gefunden, in welcher œs, ß, ganz willkürliche Konstanten bedeuten, 
deren Anzahl = 2n + 1 ist, und wo x = cos ® ist. 


4. 


Obgleich im vorhergehenden die ursprüngliche Aufgabe ihre voll- 
ständige Lösung erhalten hat, so wird es doch nicht unangemessen 
sein, die schönen Sätze von Jacobi u. a. aus derselben Quelle, aus 
der Differentialgleichung [s] abzuleiten. 

Ist s eine ganze Zahl zwischen 0 und + n, so folgt aus dem 
vorigen Artikel, daß 

Dr—s (2—1) 
eine Lösung der Differentialgleichung [— s] ist; diese ganze Funktion 
ist offenbar teilbar durch (x? — 1); setzen wir daher ` 
Dr=:(2? — 1} = (a? — 1fw, 
und suchen wir die ganze Funktion w zu bestimmen. 

Setzen wir, ganz abgesehen von der dem w beigelegten speziellen 
Bedeutung, den Ausdruck (x? — 1) w in die Differentialgleichung [— s] 
ein, so ergibt sich, daß w der Gleichung [s] genügen muß, woraus 
der allgemeine Satz folgt: Wenn w der Differentialgleichung [s] 
genügt, so genügt (x? — 1J w der Differentialgleichung |— s], 
und umgekehrt. 

Dies auf unseren Fall angewendet (in welchem 0 2 s Æ + n) 
gibt das Resultat, daß die ganze Funktion 


w — (onst - D” +! (x? — 1)" 
sein muß. 


www.rcin.org.pl 


a Bi 


Setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so erhält man durch 
Vergleichung der Koeffizienten von x”+: auf beiden Seiten, den Satz 
von Jacobi: 

D= H(n—s) 8) 
II(n + s) 


der zwar nur für 0 < s < n bewiesen ist, dessen Richtigkeit aber 
unmittelbar auf das ganze Intervall — n Æ s Æ +n übertragen 
werden kann. 

Durch wiederholte teilweise Integration findet man leicht, daß 


(x — 1? Drt: (2? — 1)", 


[Du 1)” D(?—1rde—=(— ıp[Du-i (x? — 1)m Dr +: (2? — 1)rdz 


+1 
— (— 1 | (@ — 1) Dtm (æ — IRde 
ist. Hieraus folgt unmittelbar i 


+1 
| Dr (@® — 1)» Dr (2° — 1} dz = 0, 
—ı 


wenn m > n, und folglich auch, da die linke Seite symmetrisch in 
bezug auf m und n ist, wenn m < n. Ist aber m = n, so folgt 


+1 +1 
[Dre — IYP dx = Man). |(1- a" de; 
danun =" T 

a, D — a) 2n Me 
fa- de = je ra + Int fa- idx 


ist, so ist 


+1 
an 


oz =. ja de 


Ran 2... 4.2 
(2n +1) (2n —1)-5-3 


—1 
folglich +1 
Kr ih n]2 Fr s 
[ie IyPde=,— A 
jik 
Wir bedürfen endlich noch des Wertes von Dr +s(x? — 1} für 
x — 1, den wir mit h, bezeichnen wollen. Da Dr+t:°(x? — 1)” der 
Differentialgleichung [s] genügt, so ergibt sich 
[n(n +1) —s(e+ 1)]hs —2( + Y)hrı = 0, 
ifa 2(s + 1) II(n + s) 2" II(n) 
~ (n—s)(n+s +1) II(n— s) 2 II(s) ' 
da h, = M (2 n) ist. 


* [2a In}. 


also 


hs +1 — 
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5. 


Nehmen wir auf einer mit einem Radius = 1 beschriebenen 
. Kugelfläche einen bestimmten Punkt p als Pol eines Polarkoordinaten- 
systems, indem wir mit @ die Polardistanz pu irgend eines Punktes u 
der Kugelfläche, mit p den Winkel bezeichnen, den der Meridian pu 
mit einem festen Meridian bildet, so kann jede Funktion f(®,p) von 
©, g innerhalb der Grenzen 0 < O <a, 0 < p < 2x, als Funktion 
des: Ortes eines Punktes u auf dieser Kugelfläche angesehen werden. 
Es sei nun ø ein beliebig begrenzter Teil dieser Kugelfläche, ds ein 
unendlich kleines Element seiner Begrenzung, N die in ds nach innen 
errichtete sphärische Normale; ferner mögen Y, Z zwei Funktionen 
von @, g sein, welche nebst ihren ersten partiellen Derivierten inner- 
halb des Gebietes ø endlich und stetig sind. Dann findet man 


io (zen eg) + lea) a0an = [zig 


worin das Doppelintegral linker Hand über alle Werte @, p auszu- 
dehnen ist, denen Punkte innerhalb 6 entsprechen, während rechts 
die Integration sich über die ganze Begrenzung s von 6 erstreckt 
und a die in der Richtung der nach innen errichteten Normale N 
genommene Derivierte von Y bedeutet. Um sich von der Richtigkeit 
dieses Satzes zu überzeugen, braucht man nur an jedem der beiden 
Teile links eine Integration auszuführen. 
Andererseits ist aber 


d are 
102 me: et es) 


d dY T AY dZ dY ı dZaY 
=) tet ana de dp’ 
ist daher Y eine Kugelfunktion nt®™ Ordnung, also 
d dY EART. ali ur 
de 16) sind dp? 
so erhalten wir folgenden Satz: 
Nr ylzras-[(7575 + Harz] - (25% 
worin de = sin®d@®dy ein unendlich kleines Element von ø be- 
deutet, und die Integrationen links über ø, rechts über die Be- 


(sin © — n(n +1)sin®- Y, 


ds, 
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grenzung $ von 6 auszudehnen sind. Für Z = 1 erhalten wir das 
Resultat 
(V) natn frao = (Ip ds, 

dN 
und diese Gleichung ist nur als eine Transformation der Fundamental- 
gleichung (I) anzusehen, welche sich umgekehrt wieder aus (V) ab- 
leiten läßt, sobald man für 6 das von zwei unendlich nahen Parallel- 
kreisen (@ und ®@ +d®) und zwei unendlich nahen Meridianen 
(p und 9 + dp) begrenzte Flächenelement do = sin O dO dø wählt. 
Diese Gleichung (V) spricht aber eine, von dem zufällig gewählten 
Polarkoordinatensystem (®, 9) ganz unabhängige, geometrische Eigen- 
schaft der Ortsfunktion Y aus; nimmt man daher ein beliebiges 
anderes Polarkoordinatensystem, d. h. einen neuen Pol p' und einen 
neuen Anfangsmeridian, und bezeichnet mit œ die neue Polardistanz 
p'u, mit y den Winkel, den der Meridian p'u mit dem neuen An- 
farigsmeridian bildet, so muß Y, als Funktion der neuen Koordinaten 
@, p, der partiellen Differentialgleichung 


S=) + 1 ui 


do) ` sino dy 


(VI) n(n +1)sinoY + ka (sin o 
Genüge leisten. Ferner ist aus der Theorie der Transformation 
orthogonaler Koordinaten bekannt, daß jede der drei Größen 

cos®, sin®cosp, sin® sing 
eine homogene lineare Funktion der drei Größen 

coso, SINWCOSY, sinw sin y 


ist (und umgekehrt). Also ist Y auch eine ganze rationale Funktion 
dieser drei letzten Größen. Wir sehen also, daß die ursprünglich 
aufgestellte Definition einer Kugelfunktion ganz unabhängig ist von 
dem zugrunde gelegten ‘Koordinatensystem. Bezeichnen wir daher 
zur Abkürzung cos œ mit A, so findet stets eine Identität von folgender 
Form statt: 


Y = X («cossy + Bisin sp) sin O- Dr +: (a? — 1)" 
0 


— D (a cos su + b, sin sw) sin œ - Dr +s (2? — 1). 
0 
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Wir benutzen die Resultate des vorigen Artikels, um folgende 
Aufgabe zu lösen: Die allgemeinste Form einer Kugelfunktion 


ntet Ordnung 
n 


P — © («cos sy + b, sin sp) sin ©: - Dr+° (x? — 1)" 


0 

zu finden, welche auf jedem einzelnen eines Systems 
von Parallelkreisen von gegebener Lage einen konstanten 
Wert hat. 

Die Lage des Systems von Parallelkreisen ist durch die Lage 
des Pols p' derselben gegeben; bezeichnen wir die Koordinaten ®, ọ 
von p' mit ®', p' und nehmen wir p’ zum Pol eines neuen Polar- 
systems @, p, so ist 

cos w = cos O cos O' + sin ® sin ®' cos (p — ọ') = A. 
Da nun die Kugelfunktion P lediglich von œ, nicht aber von » ab- 
hängen soll, so ist (nach der Endformel des vorigen Artikels) 
P = Const. Dr (1? — 1)". 

Es bleibt also noch die Aufgabe zu lösen, die Koeffizienten «,, Bs 

in der Identität 


n 
Dr (42 — 1)r — © (0,008 sy + B sin sp) sin O: Dr +: (2? — 1)" 
0 
als Funktionen von ®', p' zu bestimmen. Da nun die linke Seite 
eine ganze rationale Funktion von 
A = cos w — cos O c0s®' + sin ® sin @' cos(p — ọ'), 
also symmetrisch in bezug auf @, œ und ®', p', und folglich auch in 


bezug auf ®', ọ' eine Kugelfunktion nte Ordnuug ist, so sieht man 
voraus, daß 


Dr(#2-1)r = € y,sin@® D" + s(@?- 1)" sin O". Dr +s(&?- 1)" cos s(p-') 
0 
sein muß, worin y, absolute Zahlenkoeffizienten bedeuten, welche 


allein noch zu bestimmen bleiben, und wo x’ = cos®' gesetzt ist. 


7. 


Statt diese Aufgabe durch die Bemerkung anzugreifen, daß die 
beiden partiellen Derivierten dieser Kugelfunktion, nach ® und nach 


. $ . da 
®' genommen, sich verhalten müssen, wie -—— und wodurch 


da 
d® do’ 
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man ebenfalls zum Ziele kommen würde, schlagen wir einen anderen 
Weg ein, indem wir zunächst mit den uns zu Gebote stehenden Hilfs- 
mitteln den bekannten Satz beweisen, daß, wenn Y — f(@, ọ) eine 
beliebige Kugelfunktion nter ae bedeutet, 


| rar a0 = = < 0 IT (n)-Y' 


Int t EY 
ist, worin die Integration links über die ganze Kugelfläche auszu- 
dehnen, und Y’ = f(®', g’) ist. 
Zu dem Zwecke denken wir uns Y als Funktion von œ, y in 
die Form 
Y = Di(a,cossY + b,sin sy) sin wt. Dr+ (2? — 1)r 
0 


entwickelt, und zerlegen die Kugelfläche diesen Koordinaten œ, Y 
gemäß in unendlich kleine Elemente do = sinadwady; so er- 


halten wir 
® ze 


n 2 
| Y Dr(2 —1}'do E D(a? — sinodo | Ydy 
0 0 


— | ræ 1) sin vdo. 2 x- a: D” (2? — 1)" 
0 


+1 


as 2 ma, | [Dr -ypa =, = 


Setzen wir aber in der ‚obigen Form für Y die Vari o—(, 
also à = 1, so wird Y = f(®, p') = Y', und folglich (Art. 4) 
Y = .a:D(?— 1 <ı = ah, = 4a, 2" In). 

Wir erhalten daher 


:[2r (n)? -a,. 


ENIES A a ee . yr 
[rva Irda = 5,7, Pa): Y’; 


was zu beweisen war. 
Dieser Satz bildet die Ergänzung zu dem anderen Satze, daß, 
über die ganze Kugelfläche ausgedehnt, 
[zrda = 0 


ist, wenn Z und Y Kugelfunktionen von verschiedenen Ordnungen 
bedeuten. Dieses folgt unmittelbar aus der Gleichung (IV), wenn 


Dedekind, Gesammelte Werke, I. 6 
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man bedenkt, daß in diesem Falle das dort stehende Integral rechts 
wegfällt, und daß das zweite Integral links symmetrisch in bezug 
auf Y und Z ist; denn daraus folgt 

i dZ dY 1 dZdY 
n(n+ [2700-176 75 irre Todo = mm+ ı[zYas, 
wenn m die Ordnung der Kugelfunktion Z ist. Wenn nun m und n 
verschieden sind, so ergibt sich unmittelbar der zuletzt aufgestellte Satz. 


8. 


Wir können nun leicht die Koeffizienten y, in der Entwicklung 
von Dr(4?— 1)" in Art. 6 bestimmen, nach einem von Dirichlet 
angegebenen Verfahren. Setzen wir nämlich in dem ersten Satze 
des vorigen Artikels die spezielle Funktion 

Y = 00889 -sin ©. Dr +°(x°? — 1)", 
also 

Y' = 008s9y'-sin®' - Dr +:(x? — 1)", 
ein, so wird, wenn wir die Entwicklung von Dr (2? — 1)” substituieren, 
die Kugelfläche, dem Polarsystem ®, p gemäß, in unendlich kleine 
Elemente do = sin®d®dy zerlegen, und die Variabeln x = cos @ 
einführen, 

2x Il(n+s) 

In+l IIn-s) 
für ein von Null verschiedenes s, während für s —= 0 der doppelte 
: Wert zu nehmen ist. Da nun dies Resultat mit 


| Y.Dr ()?=-1)rdo=y,sin®"Dr+:(x?-1)r cos sp’. [2"II(n)) 


4n 
n ; 's Dn+ a E 
on i Pa LEAP ge SPET . 2n II(n) - cos sọ'- sin @° Dr +8 (x'?— 1) 
identisch sein muß, so folgt, wenn s von Null verschieden, 
ai 1  HMn—s) 
pe = 2'nin) MaF a)’ 
dagegen 
1 
9 = a Tin 
Folglich ist 
Dr (3? — 1)" 
i- p Ae aa 8) «sin ®® Dr+s(22-1)" sin ©" D”+:!(x°-1)” cos s(p-p'), 


Pm) G Mns) 
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worin aber für s= 0 das entsprechende Glied auf die Hälfte zu 
reduzieren ist; diesen Übelstand vermeidet man in der Form 


Dr (4? — 1)r 


Para, ne) age sin © Dr+°(z*-1)" cos s(p-g') 
— MIn) <A IIln+s) AN 


die man leicht aus der vorhergehenden ableitet. 


9. 


Zum Schluß wollen wir noch den Zusammenhang der letzten 
Untersuchung mit gewissen Reihenentwicklungen bemerken. 

Bezeichnet r die Entfernung eines Punktes, dessen rechtwinklige 
Koordinaten 


E£ = 00080, n=osin®cosp, E = ọ sin O sin ọ 
sind, von einem festen Punkte, so genügt bekanntlich die Funktion 
v =4 der partiellen Differentialgleichung (MI) und folglich auch 


der Gleichung (II). Nehmen wir als festen Punkt einen Punkt der 
mit dem Radius — 1 beschriebenen Kugelfläche, dessen Koordinaten 
E. —=0080, n = sin®'cosp', & = sin®' siny' 
sind, so ist 
r? — 1—21ọ + ọ°, 
worin 
A = cos w == cos ® cos O' + sin ® sin @' cos (p — ọ') 


ist. Entwickelt man daher = in eine unendliche Reihe: 


EM 1 
a e A 
worin P„(A) eine rationale ganze Funktion von A bezeichnet, so ist 


1 


= X P(A) ọ", für ọ <1, 
0 


Erz o Ne- ’ 
a na u 
aus (-) 
ọ ọ 
und P,„(A) ist eine rationale ganze Funktion von cos @, sin ® cos p, 
sin @ siny, welche der partiellen Differentialgleichung (I) Genüge 


leistet, folglich eine Kugelfunktion nte Ordnung ist. Da sie aber 
6* 


www.rcin.org.pl 


PORN... pe 


die Variabeln @, 9 nur in der Form A = cos» enthält, so ist 
(nach Art. 6) 
P„(A) = Const Dr (A? — 1} = k, D” (A? — 1}, 
worin nur noch die Konstante k, zu bestimmen ist; diese ergibt sich 
für A = 1; denn man erhält 
Po) =, = In): kn. 
Andererseits ist P„(1) der Koeffizient von ọ” in der Entwicklung 


1 1 oo 
TELKA TER 
also 
. 1 
P.()=1, folglich k, = EIN 
und 
OTE. 


PO) = Gary (n) 
Mit Hilfe dieses Satzes kann man die vorletzte Gleichung des vorigen 
Artikels auch so Er ver 
II(n — 

läd, 2 

= are)” 
worin nur das s =— 0 entsprechende Glied auf die Hälfte zu reduzieren 
ist. Ferner nimmt der Satz des Art. 7 die Gestalt 

4n ; 
2n + 1 vA 
an, in welcher er gewöhnlich geschrieben wird. Als spezieller Fall 
desselben ist bemerkenswert 


| POP, do = u Po) 
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A = 0080 — cos O c0os®' + sin® sin®' cos(p —Y') 

u = cos w' — cos O cos O" + sin® sin®"cos(p — p") 

v — cos w" — cos @' cos O" + sin @' sin O" cos (g' — g") 
die Kosinus der drei Seiten eines sphärischen Dreiecks sind, dessen 
drei Ecken die beiden festen Punkte (®', ọ'), (@", 9”) und der be- 
wegliche Punkt (®, 9) sind. 


www.rcin.org.pl 


